
前期：理学部! 医学部（医学科，保健学科放射線技術科学専攻! 検査技術科学専攻）

　　　! 歯学部! 薬学部! 工学部! 農学部　　　　　　　　　　　　　　　　試験時間 150分

１　鋭角三角形¦ABC において，頂点A ，B ，C から各対辺に垂線AD ，BE ，CF を下ろす。     

　これらの垂線は垂心 H で交わる。このとき，以下の問いに答えよ。

(1) 四角形 BCEF とAFHE が円に内接することを示せ。

(2) 4ADE = 4ADF であることを示せ。

＜解答＞

(1)

　　¦BCE が内接する円を考える。線分AB と円との交点をF'とすれば，弧 BC に立つ円周角は等し

　いので，4BF'C=4BEC=4R=4BFC ，したがってF'は F に一致する。すなわち，四角形 　

　BCEFは円に内接する。

　　4AEH=4R=4AFHだから， 同様の考え方で， 四角形 AFHE も円に内接する。

(2)

　　弧FE上に立つ円周角として4FBE=4ECF，

　四角形AFDCも円に内接するので，弧AF上に立つ円周角として4ADF=4ACF=4ECF

　四角形ABDEも円に内接するので，弧AE上に立つ円周角として4ADE=4ABE=4FBE

 　+ 4ADE=4ADF

A

B CD

E
F

H

図１

＜解説＞

　斜辺を共有する直角三角形の４つの頂点は同一円周上にある。すなわち円に内接することを示す。

図２において，直角三角形の斜辺BC の中点をM とする。M からBF ，CE に垂線MP ，MQ を下ろ

す。

　MPSCF だからP はBE の中点 ，したがって直角三角形 BPM 6 直角三角形 FPM 

+ MB = MF，同様にQ はCE の中点になるから，ME =MC ，以上によって 

MB = MC = MF = ME ，したがって４点B ，C ，E ，F はMを中心とする同一円周上にある。

　このことにより図１において，四角形BCEF ，ACDF ，ABDE ，AFHE ，BDHF ，CDHE

はそれぞれ円に内接する。
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２　以下の問いに答えよ。

(1) 6 以上の整数 n に対して不等式

　　　　　　　　　　　　　　　 n2  ＞ 2n +7

　が成り立つことを数学的帰納法により示せ。

(2) 等式

　　　　　　　　　　　　　　　 qp  = pq  + 7

　を満たす素数の組 (p ，q ) をすべて求めよ。

＜解答＞

(1)

　　n=6 では， 62 =64 ， 26 +7=43 ，+ 62  ＞ 26 +7，したがって成立する。

　n=kで， k2  ＞ 2k +7 が成立するものとする。

　n=k+1 では， n2  = +k 12  ＞ 2( 2k +7)

　2( 2k +7)-{(k+1 2) +7}= 2k -2k+6= 2
0 1-k 1 +5＞0，したがって +k 12 ＞2( 2k +7)＞(k+1 2) +7

　すなわち，n=kで n2  ＞ 2n +7 が成立すれば，n=k+1 でも n2  ＞ 2n +7 が成立する。

　　n=6で n2  ＞ 2n +7 が成立するので，数学的帰納法により，

　6 以上の整数 n に対して， n2  ＞ 2n +7 であることが証明された。

(2)　

　　 qp  = pq  + 7　①

　p = 2 のとき，① は q2  = 2q +7 となる。(1) により，q ( 5 である。(2 , 5 ) が ① を満たす。

　 p ) 3 のとき，p は素数で奇数だから， qp  は奇数。①の右辺の7 は奇数だから， pq  は偶数。

　したがって，q は素数で偶数でなければならない。素数で偶数は 2 のみである。

　したがって，q=2 。① は 2p  = p2  + 7　②

　x)3なる実数xに対して，f0 1x = 2x  - x2  とおく。f-0 1x =2x - x2  logx＜ 2x - x2  ＜ 0

　すなわち x ) 3 において，  f0 1x  は単調減少。したがって 2p  - p2  はp の増加とともに減少する。

　f0 13  = 9 - 8=1 だから，f0 1p  ( 1，+ 2p  - p2  ( 1，+ ② を満たす p ) 3 の素数は存在しない。

　　以上の結果，① を満たす素数の組 (p ，q ) は (2 , 5 )　（答）
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＜解説＞

(1)

　数学的帰納法で証明するように指示されているので，楽である。

(2)

　一見難しそうな問題なので，具体的な数字を当てはめて考えてみることが良い。(1) を上手に利用す

ることを考えると，まず p=2 の場合を考える。すると，(1) を直ちに利用できることがわかる。

　続いて，p)3 の場合を考える。このとき，着想が必要である。① 式を見つめると，q に対してある

条件（素数かつ偶数）が課せられることがわかる。この着想は難しいものではない。単純な閃きがあ

れば良い。だが入試という緊張した状況下では，閃かない場合があるかも知れない。そのときは，ど

うするか。

３　サイコロを3 回振って出た目の数をそれぞれ順に a ，b ，c とする。以下の問いに答よ。

(1) a ，b ，c がある直角三角形の３辺の長さとなる確率を求めよ。　

(2) a ，b ，c がある鈍角三角形の３辺の長さとなる確率を求めよ。

＜解答＞

(1)　

　　直角三角形の条件は 2c = 2a + 2b  ，ただしa ，b ，c は入れ替わっても成立する。

　　 2c  = 2a + 2b  を満たすサイコロの目は3 ，4 ，5 である。1 回目にこれら３つの目のいずれかが出

　る確率は 
3

6
 ，2 回目に残った２つの目からいずれかが出る確率は 

2

6
 ，最後に残った１つの目が出

　る確率は 
1
6

 ，

　　したがって，a ，b ，c がある直角三角形の３辺の長さとなる確率は 
3

6
%

2

6
%

1

6
 = 

1

36
　（答）

(2)　

　　鈍角三角形の条件はc を最長辺として，

　　　 2c  ＞ 2a + 2b 　①

　　また三角形の条件は，

　　　c ＜ a+b　②

　(a , b , c ) として

　c=3 は，(2 , 2 , 3 ) が ①，② を満たす。

　c=4 は，(2 , 3 , 4 ) が ①，② を満たす。

　c=5 は，(2 , 4 , 5 ) ，(3 , 3 , 5 ) が①，② を満たす。

　c=6 は，(2 , 5 , 6 ) ，(3 , 4 , 6 ) ，(3 , 5 , 6 ) ，(4 , 4 , 6 ) が ①，② を満たす。　

　以上の８つの (a , b , c ) がある。そして，a , b , c は入れ替わっても良い。

　　(2 , 2 , 3 ) ，(3 , 3 , 5 ) ，(4 , 4 , 6 ) の確率は， (a , b , c )を入れ替えた組合せは

　それぞれ３通りあるから，
3

8 9
1

6
%3%3=

1
24
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　　(2 , 3 , 4 ) ，(2 , 4 , 5 ) ，(2 , 5 , 6 ) ，(3 , 4 , 6 ) ，(3 , 5 , 6 ) の確率は， (a , b , c )を入れ替えた組合

せはそれぞれ 3! 通りあるから，
3

8 9
1

6
%5%3!=

5
36

　したがって，a ，b ，c がある鈍角三角形の３辺の長さとなる確率は 
1

24
+

5

36
 = 

13

72
　（答）

＜解説＞

(1)

　少し違った考え方で説明しよう。直角三角形の３辺となる a ，b ，c の条件を明らかにし，そのよ

うな (a , b , c ) の組合せを求める。それは (3 , 4 , 5 ) と3 , 4 , 5 の順序を入れ替えたものである。

(a , b , c ) の組合せは 36  通り。順序を問わない3 , 4 , 5 の組合せは3! 通りだから，確率は 
3!

36
=

1

36
 。

(2)

　同様に，鈍角三角形となる a ，b ，c の条件を明らかにし，そのような (a , b , c ) の組合せを求める。

条件を満たす (a , b , c )を洩れなく摘出する必要がある。まずはc を最長辺として考えよう。c=1 , 2

はない。c=3 , 4 , 5 , 6 と考え，それぞれについて条件を満たすa , b を求める。a=bとなる場合も忘

れない。

　すべての (a , b , c )を求めたら，確率を求める。 a ，b ，c の順序を入れ替えたものも条件を満たす

ことは(1)と同じである。a ，b ，c がすべて異なる場合は，順序の入れ替えによる組合せは 3! 通りに

なるが，a=bとなる場合は3 通りであることに注意する。

４　多項式 P0 1x  を

　　　　　　　　　P0 1x =
-7

0 1+x i 7
0 1-x i

2i

　により定める。ただし，i は虚数単位とする。以下の問いに答えよ。

　(1) P0 1x = 0a 7x + 1a 6x + 2a 5x + 3a 4x + 4a 3x + 5a 2x + 6a x+ 7a  とするとき，

　　係数 0a  , 1a  , 2a  , 3a  , 4a  , 5a  , 6a  , 7a  をすべて求めよ。

　(2) 0 ＜ h ＜ p に対して，

　　　　　　　　　P8 9
cosh
sinh

 = 
7cos h
7sin h

　　が成り立つことを示せ。

　(3) (1)で求めた 1a  , 3a  , 5a  , 7a  を用いて，多項式 Q0 1x  = 1a 3x + 3a 2x + 5a x+ 7a  を考える。

　　h=
p
7
として，k=1 , 2 , 3 について

　　　　　　　　　　 kx  =  
2cos kh
2sin kh

　　とおく。このとき，Q0 1kx  = 0 が成り立つことを示し， 1x + 2x + 3x  の値を求めよ。
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＜解答＞

(1)

　　 7
0 1+x i =

=k 0

7

P k7 C -7 kx ki ， 7
0 1-x i =

=k 0

7

P k7C -7 kx k
0 1-i

　P0 1x =
1
2i > ?=k 0

n

P k7C
-7 kx 0 1-ki k

0 1-i = 0a 7x + 1a 6x + 2a 5x + 3a 4x + 4a 3x + 5a 2x + 6a x+ 7a

　両辺の対応するx の次数の項の係数を等しいとおく。

　kが偶数のとき ki -(-i k) = 0 ，+ 0a = 2a = 4a = 6a =0　（答）

　kが奇数のとき ki -(-i k) = 2 ki  ，+ ia = (i -k 1)  i7C

　 1a = 17C =7 ， 3a =(i 2) 37C =- 37C =-35 ， 5a =(i 4) 57C = 57C =21 ， 7a =(i 5) 77C =- 77C =-1　（答）

(2)

　　P8 9
cosh

sinh
=

1

2i >
7

8 9+
cosh

sinh
i ?-

7

8 9-
cosh

sinh
i =

1

2i >
7

8 9
+cosh isinh

sinh ?-
7

8 9
-cosh isinh

sinh

　　　　　　　=
1
2i >

+cos 7h isin 7h
7sin h ?-

-cos7h isin7h
7sin h

=
sin 7h

7sin h

　　ここで，ド ! モアブルの定理 n
0 1+cosh isinh =cosnh+isinnh  を用いた。

(3)

　　Q0 1x =7 3x -35 2x +21x-1　

　P0 1x =
-7

0 1+x i 7
0 1-x i

2i
=7 6x -35 4x +21 2x -1=7 3X -35 2X +21X-1=Q0 1X

　ここで，X= 2x とおいた。

　 kx =
2cos kh
2sin kh

=
2

8 9
cos kh

sin kh
であるから，

　Q0 1kx =P8 9
coskh

sin kh
=

sin 7kh
7sin kh

=
sinkp

7sin kh
，k=1 , 2 , 3 に対してsinkp=0だから，Q0 1kx =0

　 1x =
2cos h

2sin kh
=

2

8 9
cos 0 1p/7

sin 0 1p/7
=

2

8 9
1

tan 0 1p/7
， 2x =

2

8 9
1

tan 0 12p/7
， 3x =

2

8 9
1

tan 0 13p/7

　0 ＜ 
p

7
 ＜ 

2p

7
 ＜ 

3p

7
 ＜ 

p

2
 だから tan8 9

p

7
＜ tan8 9

2p

7
 ＜ tan8 9

3p

7
，+ 3x  ＜ 2x  ＜ 1x

　したがって 1x  ， 2x  ， 3x  は 3 次方程式 Q0 1x =7 3x -35 2x +21x-1=0 の異なる実数解である。

　したがって，

　 3x -5 2x +3x-
1

7
=(x- 1x )(x- 2x )(x- 3x )

　　　　　　　　　= 3x -( 1x + 2x + 3x ) 2x +( 1x 2x + 2x 3x + 3x 1x )x- 1x 2x 3x とおける。

　同じx の次数項の係数を比較して， 1x + 2x + 3x =5　（答）

＜解説＞

(1)

　P0 1x  をx の多項式に直接に展開したいところだが，簡単ではない。ちょっとした着想が必要だ。

ここは数学Ⅱの冒頭の二項定理による式の展開を直ちに思い出すところだ。 7
0 1+x i ， 7

0 1-x i  を展開す
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れば，これらの和の係数は簡単になりそうな予感がする。

(2)

　P0 1x  の表式に x=
cosh

sinh
 を代入すれば，ド ! モアブルの定理を使う，ということが閃くだろう。

(3)

　P0 1x  とQ0 1x  の表式を見つめると， 2x =X としてP0 1x =Q0 1X  となることに気づく。 1x  ， 2x  ， 3x  が   

3 次方程式 Q0 1x =7 3x -35 2x +21x-1=0 の解であることから，解と係数の関係を使う，と閃きたいと

ころだ。

５　空間内に，直線 l で交わる２平面 a ，b と交線 l 上の１点 O がある。さらに平面 a 上の直線 m

　と平面 b 上の直線 n をどちらも点 O を通りl に垂直にとる。m ，n 上にそれぞれ点 P ，Q があり

　　　　　　　　OP = U3  ，OQ = 2 ，PQ = 1

　であるとする。線分 PQ 上の動点 T について，PT = t とおく。点 T を中心とした半径 U2  の球 S

　を考える。このとき，以下の問いに答えよ。

　(1) S の平面 a による切り口の面積を t を用いて表せ。

　(2) S の平面 a による切り口の面積とS の平面 b による切り口の面積の和を f(t) とおく。

　　T が線分 PQ 上を動くとき，f0 1t  の最大値と，そのときの t の値を求めよ。

＜解答＞

(1)

　　まず三角形 OPQ の平面と平面 a，b は垂直に交わることを説明する。

　l5m ，l5n だから，三角形 OPQ の平面とl は垂直に交わる。P を通り直線 m に垂直かつ平面 a 

　内の直線は直線 l に平行だから，三角形 OPQ の平面と垂直に交わる。したがって，三角形 OPQ 

　の平面と平面 a とは垂直に交わる。同様に，三角形 OPQ の平面と平面 b は垂直に交わる。

　　球 S の平面 a による切り口は円となる。その半径を求める。

　OP =U3，OQ =2 ，QP =1から三角形 OPQ は直角三角形で，4OPQ=4R

　したがって切り口の円の中心はP であり，直線 m は円の中心を通る。

　直線 m と球 S の表面の交点をA とすれば，求める円の半径はAP 。(AP 2) =(AT 2) -(PT 2) =2- 2t

　したがって，切り口の面積は p(2- 2t )　（答）

(2)

　　直線 n が球 S の表面と交わる点をB とし，点 T から直線  n に下した垂線の足を C とする。

　球 S の平面 b による切り口は点 C を中心とする半径 CB の円である。

　　TC = U 3

2
TQ = U 3

2
(1-t ) ，(BC 2) =(BT 2) -(CT 2) =2-

3
4

(1-t 2)

　したがって，切り口の円の面積は p>2 ?-
3

4
2

0 1-1 t

　f0 1t =p(2- 2t )+p>2 ?-
3

4
2

0 1-1 t =p8-
7

4
2t +

3

2
t 9+

13

4
=-

p

4
(7t-13)(t+1)
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　f-0 1t =-
p
2

(7t-3)，f0 1t  は図２のように変化するから，t=
3
7

 のとき f0 1t  は最大値  
25
7

p　（答）

O

Q P

l

m
n

A

T

B

C

図１

t

f-0 1t

f0 1t

0 1
3
7

0
+ -

図２

S

　　

＜解説＞

　立体図形の問題で，頭の中に図を描き，紙面に図を描けば，直感的に三角形 OPQ は平面 a，b と垂

直に交わることがわかる。このことを説明することに時間を費やすならば，「三角形 OPQ は平面 a，

b と垂直に交わるから」として進むことも止むをえない。時間があれば，後に「三角形 OPQ は平面  

a，bと垂直に交わるとした理由は～～～である」と説明することも解答のテクニックである。

　TP は平面 a に垂直だから，平面 a による球 S の切り口は P を中心としA を通る円となることが直

ぐにわかる。一方，T から直線 n に下した垂線の足 C が平面 b による球の切り口の円の中心となるこ

とも直感的にわかる。

　以上により，それぞれの円の面積を容易に求めることができ，2次関数の最大値問題として容易に計

算することができる。

　そこで，正答を得るために必要となる，「三角形 OPQ は平面 a，b と垂直に交わる」ことの説明を

省略した場合，採点がどのようになされるか。私にはわからない。減点の対象にはなろうが，大きな

減点になるとは思えない。なぜなら，説明することができないとしても，そのように考えたことは，

頭の中に，そのように考える根拠が多少なりとも描かれたことは間違いないからである。私なら20％

ほどの減点で済ませたいと思う。

６　関数

　　　　　　　　　　　　　f0 1x =Q 0

p

-sin 0 1-t x sin 2t dt

　の区間 0 ( x ( p における最大値，最小値を求めよ。

＜解答＞

　　g0 1t =sin 0 1-t x -sin2t=-2sin
+t x

2
cos

-3t x

2
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　g0 1t は図１のように変化する。

t

sin
+t x

2

cos
-3t x
2

0
+x p

3

+

+

0

+

-

p

g0 1t - +0図１

　

　　すなわち，0(t(
+x p
3
のとき g0 1t (0，

+x p
3
＜t(pのとき g0 1t ＞0，したがって

　f0 1x =Q 0

p

-sin 0 1-t x sin 2t dt=Q 0

+x p
3

6 7-sin 2t sin 0 1-t x dt+Q +x p
3

p

6 7-sin 0 1-t x sin 2t dt

　　　=
0

+x p
3

< =+-
1

2
cos2t cos 0 1-t x +

+x p
3

p

< =+-cos 0 1-t x
1

2
cos2t

　　　=-
1

2
cos2a +cos 0 1-a x +

1

2
-cosx-cos 0 1-p x +

1

2
+cos 0 1-a x -

1

2
cos2a

　　　=2cos 0 1-a x -cos2a +1=2cos8 9
-p 2x
3

-cos> ?
2
3 0 1+x p +1

　　　=cos
2

3
x+U3 sin

2

3
x+

1

2
cos

2

3
x+ U 3

2
sin

2

3
x+1=

3

2 8cos
2

3
x 9+ U3 sin

2

3
x +1

　　　=
3
2
%28

1

2
cos

2

3
x 9+ U3

2
sin

2

3
x +1=3sin8 9

+4x p
6

+1，ここでa=
+x p
3
とおいた。

　0 ( x ( p において，
1

6
p ( 

+4x p

6
 ( 

5

6
p だから

　
+4x p

6
=

p

2
のとき，最大値 3%1+1=4　（答）

　
+4x p
6

=
p
6
のとき，最小値3%

1
2

+1=
5
2
　（答）

　

＜解説＞

　絶対値関数の定積分問題。これまでも大学入試数学での類題は多い。まずは，絶対値内の関数の正

負に応じて，絶対値を開かねばならない。そこで絶対値内の関数の正負を調べる。加法定理を応用し

て，三角関数の差を三角関数の積に変換する。この方法は数学Ⅱに掲載されている。

　すると，容易に関数の正負の変化がわかる。幸いにも，２つの三角関数の交点となるt を境界として

正負が反転する関数であることがわかる。このことは，図２を見るとわかる。ここでは，グラフ作成

ソフトによって，正確なグラフを描いたのだが，手書きの大雑把なグラフで把握することでよい。

　太線の sin2t  のグラフは周期 p である。一方細線で，x=0 ，0.35p ，0.75p の場合の sin 0 1-t x  の

グラフが描かれている。周期は2pである。確かにt が交点の座標より小さい場合は，絶対値記号の中
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の関数は負であり，大きい場合は正となることがわかる。

　積分計算では，

8cos
2

3
x 9+ U3 sin

2

3
x =28

1

2
cos

2

3
x 9+ U3

2
sin

2

3
x =28sin

p

6
cos

2

3
x 9+cos

p

6
sin

2

3
x

と変形することがポイントになる。

t

sin2t
sin 0 1-t x sin 0 1-t x

sin 0 1-t x

x=0.75p

x=0.35p
x=0

p

2

p

1

-1

図２

0.35p 0.75p

　

　

＜総評＞

　150分で6問の出題である。配点は示されていない。全問を速読して，容易なもの，得意分野と思わ

れるものから着手したい。私は，１ ，２ ，６ ，４ ，３ ，５ の順で着手したいと思った。

１

　円周角を利用する図形の問題。一読して，扱い易い問題であることを認識しよう。図を描いて題意

を把握すれば，困難なく解ける問題である。難易度Ｃ。

２

　整数問題である。数学的帰納法による証明は，難しいものではない。(1)は(2)の誘導問題になってい

るので，上手に活用する。(2)は簡単な着想が必要である。難易度はＢ+。

３

　確率の問題。図形の条件を定める変数が確率的に定まる。このような問題は昨年と今年の東工大に

も見られる。三角形の３辺をサイコロの出目に対応させて，直角三角形，鈍角三角形となる確率を求

める問題である。条件が難しくないから，難しい問題ではない。ただ，うっかりすると，条件を満足

する組合せを見落とす可能性があるので，ていねいに考えよう。難易度Ｂ+。

４

　複素数の問題である。一見，難しそうな問題だが，二項定理，ド ! モアブルの定理，解と係数の関

係など，基本事項を使えば，正答を得る。教科書をしっかり理解しているか，確かな数学思考力を有

しているか，などを問う良問と思う。難易度Ａ-。
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５

　立体図形の問題。立体図形問題は複雑に思えて，敬遠したくなる。しかし，問題文を読みながら図

形を脳裏に描いていくと，恐れるほど難しい問題ではないことに気づく。

　幸い，直線 m，n がつくる平面と平面 a および b が垂直に交わるように問題が構成されているので，

容易になっている。難易度Ｂ+。

６

　題意は簡明であり，解答方針は考え易い。問題は被積分関数の絶対値を開く場合分けの方法である。

ここでは，三角関数の加法定理を応用して，三角関数の差を三角関数の積に変換し，被積分関数の正

負の場合分けを容易にした。計算ミスのないように，ていねいに計算する。難易度はＢ。

161102

前期：文学部 ! 教育学部 ! 法学部 ! 経済学部 ! 医学部保健学科看護学専攻　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　試験時間 100分

１ 　平面上で原点 O と３点 A(3 , 1 ) ，B(1 , 2 ) ，C(-1 , 1 ) を考える。実数 s , t に対し，点 P を

　　　　　　　　　　　OP = s OA + t OB

　により定める。以下の問いに答えよ。　

(1) s , t が条件

　　　　　　　　-1 ( s ( 1 ，-1 ( t ( 1 ，-1 ( s+t ( 1 ，　

　を満たすとき，点 P(x , y ) の存在する範囲 D を図示せよ。

(2) 点 P が (1) で求めた範囲 D を動くとき，内積 OP  ! OC  の最大値を求め，そのときの P の座標を

　求めよ。

＜解答＞

(1)

　　OP = 8 9
x

y
 = s OA + t OB = s 8 9

3

1
 + t 8 9

1

2
 = 8 9

+3s t

+s 2t

　x=3s+t ，y=s+2t，+ s=
-2x y

5
 ，t=

-3y x

5

　-1 ( s ( 1によって，-1 ( 
-2x y

5
 ( 1，+ 2x-5 ( y ( 2x+5　①

　-1 ( t ( 1によって，-1 ( 
-3y x
5

 ( 1，+ 
-x 5
3

 ( y ( 
+x 5
3
　②

　-1 ( s+t ( 1 によって，-1 ( 
+x 2y

5
 ( 1　+ 

--x 5

2
 ( y ( 

-5 x

2
　③

(2)

　　OP  ! OC =  8 9
x

y
 ! 8 9

-1

1
 = -x+y = L とおく。y=L+x

　図１を参照すると，L は範囲D の第２象限における頂点 (-2 , 1 ) を通るときに最大値 3 をとること

がわかる。最大値は 3 ，そのときのP の座標は (-2 , 1 )　（答）
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L=4 y=x+3
L=3

x 

 y

y=
+x 5

3

y=
-x 5

3
y=2x+5

y=2x-5

y=
-5 x

2

y=
--5 x
2

D

-5

5

-5 5

図１

0 1-2 , 1

L=2

＜解説＞

(1)

　s ，t が満たす条件から得られる x ，y が満たす条件が範囲 D である。与えれたベクトルの和から

 x ，y とs ，t の関係を求める。

(2)

　(1)で描いた図を利用する。OP  ! OC  から定まるx，y の式を最大値にする D の点を求める。

　

２ 　放物線 C：y=-
1

2
2x  を考える。以下の問いに答よ。

(1) 関数 y=-2 x +k のグラフが放物線 C と共有点をもつような実数 k の範囲を求めよ。

(2) a, b を実数とする。関数 y=-2 x-a +b のグラフが放物線 C と共有点をちょうど４個もつよう

　な点 (a , b ) 全体のなす領域 D を xy 平面に図示せよ。

(3) (2)で求めた領域 D の面積を求めよ。

＜解答＞

(1)

　　放物線 C：y=-
1

2
2x 　①，関数 y=-2 x +k　②

　①と②を連立させると，-
1

2
2x =-2 x +k，したがって-

1

2
2x +2 x =k　③

　①，②のグラフが共有点をもつことは

　③の左辺のグラフy=-
1

2
2x +2 x　④

　③の右辺のグラフy=k が共有点をもつこと。
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　x＜0のとき，④はy=-
1
2

2x +2 x =-
1
2

2x -2x=-
1
2 6

2
0 1+x 2 7-4

　x)0のとき，④はy=-
1

2
2x +2 x =-

1

2
2x +2x=-

1

2 6
2

0 1-x 2 7-4

　したがって④は図２のようなグラフになるから，

　④とy=k が共有点をもつ，すなわち ①と② が共有点をもつような実数 k の範囲は k(2　（答）

x 

 y

 O

k=2

k(2

y=-
1

2 6
2

0 1+x 2 7-4 y=-
1

2 6
2

0 1-x 2 7-4

図１

2

-2 2

(2)

　　関数 y=-2 x-a +b　④

　①と④ を連立させると，-
1
2

2x =-2 x-a +b，+ -
1
2

2x +2 x-a =b　⑤

　①と④ が４個の共有点をもつことは y=-
1

2
2x +2 x-a 　⑥とy=b のグラフが４点で交わること。

　x＜a のとき

　　⑤ の左辺は-
1

2
2x +2 x-a =-

1

2
2x -2x+2a=-

1

2 6
2

0 1+x 2 -4 7-4a 　⑦

　x)a のとき

　　⑤ の左辺は-
1

2
2x +2 x-a =-

1

2
2x +2x-2a=-

1

2 6
2

0 1-x 2 -4 7+4a 　⑧

　　a)0 のときは，⑥ のグラフは図2-1 のようになる。

　したがってy=b のグラフと４点で交わるためには，-
2a

2
 ＜ b ＜ 2-2a　⑨

　　a＜0 のときは，⑥ のグラフは図2-2 のようになる。

　したがってy=b のグラフと４点で交わるためには，-
2a

2
 ＜ b ＜ 2+2a　⑩

　　４個の共有点をもつような範囲 D は⑨，⑩ を満たす (a , b ) で ，図３の打点部である。

　ただし境界線は含まない。　

(3)

　　D は図３の打点部で，y 軸に関して対称だから，

　D の面積 = 2 Q 0

2

> ?-0 1+-2x 2 8 9
- 2x

2
dx=2 

0

2

< =+-
3x

6
2x 2x =

8

3
　（答）
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x 

 y

 O

y=2-2a

y=-
1
2

2a

a)0

y=-
1
2 6

2
0 1+x 2 -4 7-4a

y=-
1

2 6
2

0 1-x 2 -4 7+4a

図 2-1

x 

 y

 O

y=2+2a

y=-
1
2

2a

a<0

y=-
1

2 6
2

0 1+x 2 -4 7-4a
y=-

1

2 6
2

0 1-x 2 -4 7+4a

図 2-2

x=a x=a

 O

y

x2-2

y=-
2x

2

2

y=2x+2y=-2x+2

図３

D 0 1a , b

＜解説＞

(1)

　2 ，3 次関数のグラフと1 次関数のグラフが共有点をもつ条件を求める問題はよく出題される。

両者を連立させて1 次関数の x の項を移項して，（2 ，3次関数）= ( k )として，左辺のグラフの形状

を考慮して，共有点をもつ実数 k の範囲を求める方法が常套的である。

　ここでもそのような方法をとった。

　お薦めではないが，以下のような方法もある。共有点をもつことは実数解をもつことと考える。

　　 関数 y=-2 x +k　①

　　放物線 C：y=-
1

2
2x 　②

　①と②を連立させると，-
1
2

2x =-2 x +k，したがって-
1
2

2x +2 x -k=0　③
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x＜0のとき

　③は 2x +4x+2k=0，解はx=-2$2] -1
k

2

　したがって 1-
k

2
)0 ならばx ＜ 0 なる実数解をもつ。すなわちk(2ならば①と②は共有点をもつ。

x)0のとき

　③は 2x -4x+2k=0，解はx=2$2] -1
k

2

　したがって，1-
k

2
)0ならばx)0なる実数解をもつ。すなわちk(2ならば①と②は共有点をもつ。

　以上，まとめてk(2　（答）

(2)

　(1)は(2)でa=0とした場合である。したがって，(1)で腕を馴らして，(2)をしっかり解きたい。

同様に (2次関数) = (k) という形式にして，y= (2次関数) のグラフとy=k のグラフが４点で交わるよ

うな実数 k の範囲を求める。

　まずはy=-
1
2

2x +2 x-a のおよそのグラフを描いて考える。

x＜a のときy = -
1

2
2x -2x+2a=-

1

2 6
2

0 1+x 2 -4 7-4a ，放物線の頂点の座標は (-2 , 2+2a)

x)a のときy = -
1

2
2x +2x-2a=-

1

2 6
2

0 1-x 2 -4 7+4a ，放物線の頂点の座標は (2 , 2-2a)　

 (2+2a)と (2-2a)の大小関係によって，場合分けして考えねばならないことがわかる。

　

　(1)と同様にお薦めではないが，以下のような方法もある。４個の共有点をもつということは４個の

実数解をもつことと考える。

　関数 y=-2 x-a +b　④

　①と④ を連立させると，-
1

2
2x =-2 x-a +b，+ -

1

2
2x +2 x-a -b=0　⑤

x＜a のとき

　⑤式は -
1
2

2x +2 x-a -b=-
1
2

2x -2x+2a-b=0，+ 2x +4x-4a+2b=0　⑪

　x=-2$2U +1 0 1-a b/2 ，+ b＜2a+2 なら２個の実数解をもつ。

　また，-2$2U +1 0 1-a b/2 ＜aだから，b＞-
2a

2

　以上まとめて， -
2a

2
 ＜ b ＜ 2a+2　⑫

x)a のとき

　⑤ 式は -
1

2
2x +2 x-a -b=-

1

2
2x +2x-2a-b=0，+ 2x -4x+4a+2b=0　⑬

　x=2$2U -1 0 1+a b/2 ，+ b＜-2a+2 なら２個の実数解をもつ。

　また，2$2U -1 0 1+a b/2 )aだから，b)-
2a

2
，ただしx=aでは⑪と⑬とは同じ解をもつので，
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　2$2U -1 0 1+a b/2 ＞aでなければならない。したがって b＞-
2a

2

　以上まとめて， -
2a

2
 ＜ b ＜ -2a+2　⑭

　以上によって，⑫と⑭の共通領域が関数 y=-2 x-a +b のグラフが放物線 C と共有点をちょうど

４個もつような点 (a , b ) 全体のなす領域 Dである。

３　ある工場で作る部品A ，B ，C はネジをそれぞれ7 個 ，9 個 ，12 個使っている。出荷後に残っ

　たこれらの部品のネジをすべて外したところ，ネジが全部で54 個あった。残った部品 A ，B ，C の

　個数をそれぞれ l ，m ，n として，可能性のある組 (l , m , n ) をすべて求めよ。

＜解答＞

　　条件から 7l +9m +12n =54　① ，ただし l ，m ，n は 0 以上の整数である。

　①を変形して，7l =54-9m -12n =3 (18-3m-4n)

　3 と7 は互いに素だから，l は 0 または 3 の倍数，

　　l=0 とすれば，0=18-3m-4n ，3m+4n=18 

　　　4n=3(6-m) ，n は 0 または 3 の倍数，n=0 なら m=6，n=3 なら m=2 

　　　　　　　　　　n)6 では該当する m は存在しない。

　　l=3 とすれば，7=18-3m-4n ，3m+4n=11 ，+ m=1 ，n=2

　　　　　　　　　m)2 では該当する n は存在しない。

　　l=6 とすれば，14=18-3m-4n ，3m+4n=4 ，+ m=0 ，n=1

　　　　　　　　　m)1 では該当する n は存在しない。

　　l)9 では，7l ＞ 54だから，l ( 6 である。

　以上をまとめると， (l , m , n ) = (0 , 6 , 0 ) ， (0 , 2 , 3 )，  (3 , 1 , 2 ) , (6 , 0 , 1 ) 　（答）

＜解説＞

　整数変数の関係式から変数値を求める問題。互いに素の関係等を利用して，変数のとりえる範囲を

限定して，関係式を満たす整数値の組を求める。

４　 理系の問題 １ に同じ。

＜総評＞

１

　ベクトルの和，内積などベクトルの基礎を理解していることが必要である。難易度Ｂ。

２

　絶対値関数を含む 2 次関数のグラフの問題。この種の問題の解法として常套的な方法に通じていな
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いと，骨のおれる問題である。文系の問題としては手強い。Ｂ+。

３

　題意は簡明な３整数変数の一次方程式の問題。確実に正答したい。難易度はＣ

４

　理系の問題 １ に同じ。難易度はＢ。

161118
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